SUR L'ANNEAU DE COHOMOLOGIE 
DU SCHEMA DE HILBERT DE C^ 

o 
o 
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CN ■ E. Vasserot 

J^ \ Resume. Nous exprimons le produit de I'anneau de cohoinologie du schema de 

Hilbert en fonction du produit de I'algebre du groupe synietrique. Cette construction 

fT^ ' est differente de celle de [9, §4.4] ou le produit s'interprete en termes d'operateurs 

differentiels. Nous donnons une conjecture pour le cas des resolutions crepantes de 
singularites quotient symplectiques. 
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Resume (version ANGLAISE) . We express the product of the cohomology ring of the 

Hilbert scheme in terms of the center of the algebra of the symmetric group. We give 

r^ ' a conjecture for the case of crepant resolutions of symplectic quotient singularities. 
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^ ' A. Rappels et notations. 

CN 

A.l. Pour tout entier positif n, soit X^ le schema de Hilbert des sous-schemas de 

On \ longueur n de C^ = SpecC[x,y]. On pose Xq = {point}. Considerons les courbes 

^ ' S = {x = 0},i;' = {y = 0} C C^. Soit Y^ C X^ le sous-ensemble des schemas 

Q . supportes par la courbe S. L'action du groupe C^ sur C^ telle que t ■ {x,y) = 

{tx,t~^y) induit une action de C^ sur X^, notee o. Les points fixes de cette action 

correspondent aux ideaux homogenes de C[x, y]. lis sont parametres par I'ensemble 

n„ des partitions de I'entier n. Soit (^\ G X„ le point fixe associe a la partition A. 

Soit h{s) la longueur d'equerre de la case s du diagramme de la partition A. Notons 

h{X) = HsgA ^(^)i ^t notons /(A) le nombre de parts de la partition A. 

r> I A. 2. Soit X une variete algebrique munie d'une action du groupe C^. Pour tout 

C^ ■ entier A; G N, soient H^^ {X) et H'^ {X) les fe-emes groupes de cohomologie et 

d'homologie equivariantes a coefficients complexes. Nous utilisons les notations de 
[7, §1], [8, §1] pour I'homologie et la cohomologie equivariante, i.e. 

H^^{X) = H^^{X,Cx), Hf{X) = H^-^'''"^''{X,Dx), 

oil Dx est le dual de Verdier du faisceau constant Cx (voir [8, §1.13]). Les foncteurs 
/*,/! sont definis dans [7, §1.4]. Les applications lineaires [8, 1.18.(d),(e)] sont 
notees respectivement 

U : if^x (X) ® H'^^ (X) -. H'^ViX), n : F^x (X) ® Hf (X) ^ Hf^^iX). 
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Rappelons que les anneaux gradues H^y^ (point) et C[t] (ou t est un element de 
degre 2) sont isomorphes, ainsi que les C[t]-modules gradues Hf (point) et C[t]. 
En particulier, H^^ (X) est une C[t]-algebre graduee unitaire, et H'^ (X) est un 
C[t]-module gradue. Si X est une variete equidimensionelle il y a une application 
C[t]-lineaire D : H^^ (X) -^ H^ (X), qui est inversible si X est lisse. Done si X 
est lisse on obtient un produit d'intersection 

n:Hr(X)<8^Hf(X)^Hf:^(X). 

Si i : Y ^^ X est le plongement d'une sous-variete fermee de codimension k stable 
par Taction du groupe C^, posons [Y] = i\D(lY) € Hff^ (X), oh ly G Hj^y (Y) est 
I'element unite de I'algebre H^^ (Y). 

A. 3. Soit A^ (X) le fc-eme groupe de Chow equivariant de la C^ -variete X (voir 
[3]). L'application cycle est un morphisme de foncteurs cl : A^ —>■ ^^dimX-2fc 
(voir [3, §2.8], [8, §1.17]) qui commute au produit d'intersection n, quand il est 
defini. A une sous-variete fermee y C A stable par Paction du groupe C^ on 
associe sa classe fondamentale [Y] dans A'^ (A) (voir [3, §2.2]). Par construc- 
tion c/([y]) = [Y]. Les proprietes usuelles du produit d'intersection s'etendent a 
I'homologie equivariante. Par exemple, si 11,1^2 Q X sont des sous-varietes fermees 
stables par Paction de C^ qui sont lisses et transverses au voisinage de I'intersection 
n n Y2, alors [Yi] n [Y2] = [Y^ n Y2] dans Hf (A). 

A. 4. Pour toute partition A soit A* la multiplicite de i dans A. On pose A*' = cxd. 
On note Ai > A2 > ... les parts de A ordonnees en une suite decroissante. Soit 
T,''^^ I'adherence de Zariski du sous-ensemble {J2i ^A^i] | Xi G S, Xi 7^ Xj sii ^ j} 
de A„. Posons 

Yx = {^eXn\ limto^GSW}, Aa = {^ e A„ | lim t o.^ e S^^)}, 

t— i-oo t— ►O 

Oil o est Paction de C^ sur A„ induite par Paction de C^ sur C^ telle que t o 
(x,y) = (tx,y). Notons 9 le C^-module de dimension 1 tel que z G C^ agit par 
multiplication par z. 

Proposition A. (i) On a A„ = jj^ "'^a ef y„ = U^^a- Les sous-ensembles Xx, 
Yx sont stables par I'action o du groupe C^. On a Yx — C" et Xx — C""'"'*-''^' . De 
plus ^A est un point regulier de Xx et Yx- Enfin, Y"^ C Yx si et seulement si X > fi. 
(ii) L'espace tangent Tg^A„ est isomorphe au C^ -module ^sex^ (B0~^^^'), et 

Tg^Yx est isomorphe a ©^g^ ^"'^ • 
Preuve. Voir [4] et [10] par exemple. D 

B. COHOMOLOGIE EQUIVARIANTE DE A„ 

B.l. Soit Sn le groupe symetrique, et soit Sx ^ Sn le sous-groupe de Young associe 
a la partition A. Soit Z„ le centre de I'algebre C[5n]. Notons sx,cx,hx G Z„ le 
caractere du module simple associe a la partition A, la classe de conjugaison associee 
a A et le caractere du module induit C[5'„]/C[5a]. Soit (nix; A G n„) la base duale 
de (hx', A G n„) pour le produit scalaire sur Zn tel que (saI*^) = Sx^- Soit n(A,i) 
Pensemble des partitions fx de n -\- i telles que 

(B.2) 3k G [0, n] tel que n'' = X'' - 1, /i^+'= = A+'= + 1, 
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pour un certain entier k. Si fi et k satisfont {B.2), posons ax^ = ^u*"*"^. Soient 
: Zjn ® Zn ^ Zm+n et • : Zn ® Zn ^ Zn les applications bilineaires induites 
par I'induction des representations du groupe symetrique et le produit de I'algebre 
C[S'„]. On sait que 

{B2) C(^i)Qmx= ^ axf,m^, sx» s^ = 5xf,h{X)sx. 

Men(A,i) 

B.4. Dorenavant, H^^ (Xn) et Hf (X„) sont les groupes de cohomologie et d'homologie 
equivariante relatifs a Paction o. Si i > soit Xn^i, X'^ ^ les ensembles de couples 
(^,^') G Xn X Xn+i tels que ^ C ^', et le support de ,^' — ^ est un point (de 
multiplicite i) de S, S'. Les ensembles X^^i^X'^^ sont des sous-varietes fermees 
de Xn X Xn+i de dimension 2n + i (voir [5, (8.11)]). Soit 7ri,7r2 les projections 
de Xn X Xn+i sur chacun des facteurs. Le produit de convolution par [^n.i] est 
I'operateur C[t]-lineaire 

P, : i7*x {Xn) -^ H^t^\Xn+i), a ^ D-^sl (««) n [Xn,^]) 

(la restriction de it2 a la sous-variete Xn^i est propre). Le produit de convolution 
par [X'^ J, note P/, est defini de la meme facon. On a [S'] = — [S] dans iiff (C^). 

Done P/ = -Pi. Posons px = P^' P^^ ■ ■ ■ (Ixo) e Hll{Xn). Soit C[t]' I'anneau 
local de C[t] en I'ideal (t- 1). Pour tout C[t]-module M, notons M' = C[t]'0c[t] M. 
D'apres le theoreme de localisation en homologie equivariante, I'image directe 

in! : H^ {Xn ) -^ H^ {Xn) 

par le plongement ferme in '■ X^ <^-> Xn est inversible (voir [8, Proposition 4.4]). 
Soit ( I ) la forme bilineaire 

i?*. {XnY 0c[t]' H^^ {XnY ^ C[t]', (a I /3) = (-l)>„!(i„!)-iZ^(a U /?), 

oil Pn est la projection de X^ sur un point. Soit 

Pi '■ H(C'^{Xn) —> -f^cx ^{Xn-i) 

I'adjoint de I'operateur Pi. II est facile de voir que 

P*{a) = D-W^,{id X Ln)r\{7r;a) n [Xn-^,^]), 

Oil tt'i est la projection X„_i x X^ ^ ^n-i- Pour toute partition A € n„ posons 

yx = D-H[Yx])eHl^^{Xn)'. 

Lemme 1. {i) On a 

[p,,p,] = [p:,p*] = 0, [P,,P*] = 6,,,t{-l)'-Hd. 
{ii) La famille {yx', A G n„) est une base de H^^ {Xn) sur C. 
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(in) II y a un isomorphisme de C[t]' -modules ip : H^^ (Xn)' ^^ C[t]' ^ Zn, tel 
que tpipx) = cx et tpiyx) = mx- 

Preuve. Un calcul identique a celui de [5, §8.4] donne 

[Pi, P,] = [P* , P*] = 0, [P, ,P*]= S^jK^d, 

ou Ki € C D'autre part, les sous-varietes Xn^i, vrj" (Yx) sont transverses (voir la 
preuve du theoreme [4, Theorem 4.6]), et I'intersection 7r^^{Yx)r\Xn,i est la reunion 
de sous-varietes fermees Z^, fi G n(A, i), qui sont stables par Taction du groupe C^ 
et telles que la restriction de tt2 a Z^ est generiquement un revetement de F^ de 
degre ax^- Done 

(^•5) Piivx) = X^ ax^,y^,■ 

Men(A,i) 

Enfin, on a (P/)*([i;('^)]) = [S^""^)] puisque S et S' sont transverses (voir [5, 
Lemma 9.21]). Done le calcul de Ki est le meme que dans [5, §9.3]. La famille 
{yx', A € n^) est une base de H^y^ (Xn)' sur C[t]' , d'apres le theoreme de localisation 
et la proposition A. Considerons I'isomorphisme de C[t] '-modules 

^p : H^x (Xn)' -^ C[t]' (g) Z^, yx ^ mx- 

Alors, ip{px) = Cx d'apres {B.5) et {B.3). D 

B.6. D'apres la proposition A, on a 

HfiXr.)= ct^-n[x,]. 

2n-2l{X) + 2j=k 

Done H^"^ (Xn) = t" U Hl'i (X„). L'apphcation 



telle que f" U (x*y) = x U y, munit H"^ {Xn) d'une structure d'algebre sur C Soit 

J-2n 



[A] e H"^ {Xn) I'element tel que 



ru[A] = (-i)"MA)-iD-i([6]). 

Lemme 2. On a 

{i) ([A]|M)=5v, 

{ii) [A] GyA + ©^>ACy^, 

{Hi) {px \Pn) = 5xtj.zx, oil zx = Hil^^'AM), 

Preuve. Si X,Y sont des C^-varietes equidimensionelles telles que Y C X est 
fermee et X"^ est fini, alors 

{B.7) [Y]= Y^ c,(y)rd™^ u[x]G iff (X)', 

yeYcx 
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Oil les constantes Cy{Y) € Q sont telles que si y est un point regulier de Y alors 
Cy{Y) ^ 0, Cy{Y)-^ G Z et 0Vc„(n ^ /\"'''''T*Y (voir A.3 et [2, §4]). L'egalite (i) 
est immediate d'apres la formule de projection et la proposition A. Plus precisement, 
si i\ le plongement de {^x} dans X„, alors 

Oil la troisieme egalite est une consequence de [7, §1.10], et la quatrieme une consequence 
de la proposition A. La formule (ii) decoule de (B.l) et de la proposition A. L'egalite 
(in) se demontre comme dans [4]. En effet, si n > i, 

{P^iPx) b^) = (pa I P*iPt.)) = if^'ipX \P^.') 

d'apres le lemme 1, oil la partition fi' G Hn-i est telle que /u'"' = fi^ — 5ij pour tout 
j. On conclut par recurrence sur /(A). D 

Proposition B. (?) // existe un unique isoniorphisme d'espaces vectoriels (j) : 
H'^ {Xn) -^ Zn, tel que (t){[\]) = sx et (l){px) = cx- 
{ii) L 'application (j) est un niorphisnie d'algebres. 

Preuve. D'apres les lemmes 1 et 2 on a V'([A]) = sa- Done, la restriction <p de ip 
au sous-espace H^^ (^n) C -ff^x (^n)' satisfait (z). D'apres la proposition A et la 
formule de projection on a, 

D-'[^x]lJD-'[^,] = {-ir6xM^ft'''^D-'[U 
Done ^([A] • M) = 4>{[X]) • 0(M) d'apres (B.S). D 

C. Theoreme et conjecture 
C.l. Considerons les filtrations croissantes sur H^ i^n) et Z„ telles que 

^p = ©*""''UFfx(Xj, i^p= Ccx, pe[0,n]. 

k<p 'n — l{\)<p 

Ces filtrations sont compatibles avec • et • (voir [6, §3.8] dans le cas de Zn)- Les 
anneaux gradues associes sont notes Grf et Grf . 

Theoreme. Les anneaux gradues H*{Xn) et Gr^^, sont isoniorphes. 

Preuve. La famille {px',X G Un) est une base de H^{Xn) sur C D'autre part 
px G t''^^^ U H^^{Xn) car [S] = t U [C^]. D'apres la proposition B on a done 
4>{Ep) = Fp. Les anneaux gradues Gr^ et Grf sont done isoniorphes. La suite 
spectrale de Leray 

i^f'-^ = HP{BS') H'^iXn) ^ H^t'iXn) 

degenere en E2, puisque les groupes coliomologie de degre impair de Xn sont nuls. 
Done les anneaux gradues C[t] ® H*{Xn) et 

tP U if^x (xj/tp+i U F*x (Xn) 

p>0 

sont isomorplies. En particulier on a Grf c^ H*{Xn). □ 



6 E. VASSEROT 

C.2. Plus generalement, si G C Sp2niC) est un sous-groupe fini et g £ G, soit 
w(g) le rang de I'operateur g — idcin. On a w{gh) < w{g) + w{h) pour tout g,h 
(voir [6, §3.8]). Considerons la filtration croissante du centre de I'algebre C[G] telle 
que Fp est lineairenient engendre par les classes de conjugaison d'elements g (z G 
tels que w{g) < p. 

Conjecture. Si M ^ C^"/G est une resolution crepante, les anneaux gradues 
H*{M) et Gr^ sont isomorphes. D 

Remarque. D'apres [1, Theorem 8.4] on salt que dim H^{M) = dimGrj^, puisque 
w{g) est le double de Page de g. 

ReTnerciements . Je remercie V. Ginzburg qui a suggere I'enonce du theoreme. 
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